Acciones y Cosets dobles
HK<G

vamos a dejar que I', = H NaKa ! actie en H x K

conforme a
(HxK)xT,— HxK

(h,k) e b = (hb,a ‘b ak)

Para el map
O, HX K — HaK

¢a(h, k) = hak
tenemos que ¢,((h, k) @ b) = hak, y asi que para la érbita
Orbr, (h, k) = ¢ ' (hak)

Afirmamos que hay una biyeccién
I'y ¢<— Orbp, (h, k)

para cada par (h, k), porque definiendo b — (h,k) e b

tenemos inyectividad: puessi (h, k)eb = (h, k)ecimplica (hb,a ‘b tak) = (he,a tc tak).
Luego de ahi b = ¢,

y para la sobreyectividad: tenemos para cada X € Orbr,(h,k) existe d en T', talque
(h,k)ed= X. Luego d — X.

Ahora K]
HaK) =
#{HakK) |HNaKa 1
pues por el lema de abstraccion dos, en el diagrama
Pa
Hx K HaK
™ 5

Hf ~



el mapeo (3 es biyeccién y sabemos que (h, k) ~ (hb,a b~ tak).

Es decir
|HI||K|

[Tl

#(HaK) =

Las diferentes clases dobles HaK son una particién de G, i.e.

G:|_|HaK

Esto es porque si a € G entonces a € HaK y asi |, HaK = G.

Y ademas si HaK N HbK # @ entonces HaK = HbK:
Ya que si c € HaK N HbK entonces ¢ = hjaky = hobks, y asi a = hflhgbkgkfl. Luego,
si x € HaK entonces tenemos =z = hzaks = hzh| 1h2bk2k Liks. ie. HaK C HbK vy
similarmente HaK O HbK.

Alternativamente, podemos pensar que tenemos
(HxK)xG—G

via
(h,k) ®a = hak™"
la cual es una accién. Entonces para las érbitas Orbyxx(a) = {X € G| (h,k)ea = X} l.e X = hak™' €

HaoK.
Asi, G =| |, HaK

Para contar que producen las diferentes Ha ', consideramos la accién H x G/K — G/K da por heaK =
hak.

Con ella:
Orbg(aK) ={haK |h € H} = HaK;
Sty ={h | haK =aK}=HNaKa™!

Por lo tanto
Orby(aK) +— H/HNaKa™*
i.e.
#HaK =[H: HNaKa™']
’ |
G/K| = H:HnNaKa ' = -
G/K] za:[ aka™] ;\Hﬂaf(al\
o bien

Z [H||K]
|HNaKa™|



